PROBABILIDAD LADE JAVIER OTAMENDI

TEMA 6

DISTRIBUCIONES DE
PROBABILIDAD DISCRETA

6.1.INTRODUCCION

e Def: Modelos que representan el comportamiento de diferentes modelos
aleatorios que aparecen en el mundo real.

¢ Nota: cada uno tiene sus propios parametros que los identifican.

6.2.MODELOS DISCRETOS ELEMENTALES
6.2.1. DISTRIBUCION DEGENERADA O CAUSAL

e Dominio
X=C
e Distribucion de probabilidad

{P@:C)Zl

P(é#c)=0

1.0
ERL ———===== |[c===========
0.6

PR ————==== |[c===========
0.2
0.0 +

e Funcién de distribucion

0 x<c¢
1 x>c

F(X)={

F(x)
4

o—f—

e Momentos
{E(§)=c
V(£)=0

e Funciodn caracteristica
o(H=E(e")=e"
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6.2.2. DISTRIBUCION UNIFORME DISCRETA
e Dominio
n valores x;
e Distribucién de probabilidad

p(gr:xi)z% i=1..n

Uniforme Discreta

000000000 0R
oMW NL©OO

X1l x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10

e Funcioén de distribucion

E i=1..k,..,n
n

F(x)=P(£<x)=

¢ Momentos

E()=-"

n
2%
—_ —

n

V(&) (E(&))

e Funcién caracteristica
t) = em“—=— @W
o(t) Z - ”Z

CASO PARTICULAR: x;=j (Primeros n nimeros naturales)
e Dominio
n primeros nimeros naturales
e Distribucién de probabilidad

p(gzx):% x=1..,n

Primeros n nimeros naturales

0000000000
oRMwhrUIONL©0O
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e Funcién de distribucion

F(x)=P(E<x)==

Ej: Un dado

—
—
Il
I
=

F(x)

p() .t

56 —_—
1/6 + ® ® ® [ ] [ ] [ ]
46 4 —_—
EIR —

26 —_—

16 T e

¢ Momentos

2%
: 1n(n+1) n+1

E(¢)=- 142 - =

(€)==l 24 an)= o= =
X 1( n(n+1)(2n+1)) 1)

V() C(E()y < L nn+D)(2n + j_(n+j

- T -4 M2 :
_2n’+4n+2n+1 n®+2n+1 4n®+6n+2-3n°-6n-3 n’-1
- 6 2 12 Y

e Funcién caracteristica

X _1 |tn |t eltl_eit(eitn _1)
o) = zelx “noe -1 nle"-1)

e Ejemplo: Calcular los momentos de una distribucion discreta uniforme que
incluye los nimeros naturales entre 0 y 10 ambos inclusive

1
n—PE=y)= y=0,...,10

n
e>P(£= x):% x=1..11

n=e-1
E(n)=E(e-1)=E(e)-1= "1 .1=5
V(n)=V(e-1)=V(e)= 11° -1 =10
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6.3.DISTRIBUCION BINOMIAL (0,1) © DE BERNOULLI
e Definicion
Suceso dicotdmico en el que se realiza una prueba con probabilidad de
éxito p
e Dominio
x=A (x=1, éxito)
x=A" (x= A, x=0, fracaso)
e Representacién B(0,1)=B(1,p)
e Distribucién de probabilidad
P(&=A)=p=P(x=0)
{P(g = A )=1-p=q=P(x=0)
que se puede resumir en:

PE=x)=p*@-p)"™ x=01

Bernoulli

CO00000000H
ORNWAUTONOO

e Funcién de distribucion

0 x<0
F(x)=4g 0<x<1
1 x=>1

e Momentos
E(§)=0*(-p)+1*(p)=p
{V(§)=02*(1— p)+1°*(p)—p® = p-p’ = p(L-p) = pq
e Funcion caracteristica

p(t) =e"™ *(1-p)+e™*(p)=(1-p)+e" *(p)=q+ pe"
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e Ejemplo: £&="aprobar un examen”, p=0.8
£—B(1,0.8)
P(¢=x)=0.8* 0.2'*
E(£)=0.8
V(£)=0.8*0.2=0.16

6.4.DISTRIBUCION BINOMIAL (n,p)
e Definicion

0 Repeticion n veces independientes del mismo suceso dicotomico en el
gue se realiza una prueba con probabilidad de éxito p

o Nota: n dada y finita; p constante

o Sumade n B(1,p)
E=&1+... &y
&—iid B(1,p); independientes e idénticamente distribuidas

o Ejemplo: &=“numero de asignaturas a aprobar en este cuatrimestre,
todas con la misma probabilidad de éxito”

e Dominio
x={0,1,...,n}
e Representacion B(n,p)

e Distribucién de probabilidad

n n!
Nota: =———— yo0l=1
(xj xH(n—x)!

Binomial Binomial

OO00000000H
oRNWRIDN®0O

— T
01 2 3 4 5 6 7 8 910

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10

01 2 3 4 5 6 7 8 9 10

n=10, p=0.1

n=10, p=0.5

n=10, p=0.9

Unimodal o Bimodal en funcién de p

0 Ejemplo: £&=“numero de asignaturas a aprobar en este cuatrimestre,
todas con la misma probabilidad de éxito de 0.8, si la matricula consta
de 7 asignaturas

x=0,1,...,7

P(£=x)= @o.e*o.z” x={0.1..7}
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7 ]
P(é=0)=| [0.8%0.2"° = __ " %027 —1*1%0.27 =0.0000128
0 01(7 - 0)!

Nota: significa suspender todas (XXXXXXX)
P(suspender todas)=0.2*0.2*0.2*0.2*0.2*0.2*0.2=0.2’

7
P(£=1)=|. |0.8'0.2""=0.0003584
1

Nota: significa aprobar una y sélo 1

(OXXXXXX) Prob=0.8*0.2*0.2*0.2*0.2*0.2*0.2=0.8'*0.2°
(XOXXXXX) Prob=0.2*0.8*0.2*0.2*0.2*0.2*0.2=0.8'*0.2°
(XXOXXXX) Prob=0.2*0.2*0.8*0.2*0.2*0.2*0.2=0.8'*0.2°
(XXXOXXX) Prob=0.2*0.2*0.2*0.8*0.2*0.2*0.2=0.8'*0.2°
(XXXXOXX) Prob=0.2*0.2*0.2*0.2*0.8*0.2*0.2=0.8'*0.2°
(XXXXXOX) Prob=0.2*0.2*0.2*0.2*0.2*0.8*0.2=0.8'*0.2°
(XXXXXX0) Prob=0.2*0.2*0.2*0.2*0.2*0.2*0.8=0.8'*0.2°

P(aprobar 1)=7*0.8'*0.2°

7
P(é=2)= ) 0.8°0.2"2=0.00430

P(£=3)= ; 0.8%°0.2%=0.0287
7 4 H7-4
P(6=4)= . 0.8%0.2"*=0.1147
7 5 7-5
P(é=5)= : 0.8°0.2"°=0.2753
7 6 7-6
P(é=6)= 5 0.8°0.2°=0.3670
7 A »7-7
P(é=7)= . 0.870.2"""=0.2097

Binomial

CO00000000m
ORNWAUION®OO
|

0O 1 2 3 4 5 6 7

n=7, p=0.8

Nota: ZP(§=X)=Z( jpx(l— p)" =(p+q)" =1"=1

n
X
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e Funcion de distribucion
i
FO) = PE<x;)= 2 Ple=x)
i=0
0 Ejemplo: £&="“numero de asignaturas a aprobar en este cuatrimestre,

todas con la misma probabilidad de éxito de 0.8, si la matricula consta
de 7 asignaturas

P(aprobar 5 0 méas) = 0.2753+0.3670+0.2097=0.8520
P(aprobar més de 1)=1-0.0000128-0.0003584=1-0.0000-0.0004=0.9996

¢ Momentos

E(£)= E[Z B(L, p)} =2 EB@LP]=X.p=np
V)=V Tea |- Xlet. -3 pa e

e Funcién caracteristica
i n
p(t) = ?S Bwp) ®= H?B(l,p) )= (q + pe t)

e Ejemplo: E="aprobar examenes en una convocatoria”, n=7, p=0.8
£—B(7,0.8)
E(£)=7*0.8=5.6
V(£)=7*0.8*0.2=1.12
e Moda
np-gq<Mo(&)<np+p
Como (np+p)-(np+q)=1
a. Si (np+p) y (np+Qq) no son enteros, una Unica moda
b. Si (np+p) y (np+q) son enteros, dos modas
Ejemplo:
5.6-0.2<Mo(£)<5.6+0.8
5.4<Mo(£)<6.4
Mo(£)=6
e Propiedad aditiva: Si la cumple

o Definicién: Si se suman distribuciones binomiales con la misma p, nos
da una binomial

Si &1>B(n1,p) ¥ £2>B(n2,p)
N=&:1+&—B(n1+ny,p)
o Demostracion:
0,0 =0, O =0, O*0, O =(a+pe"*(q+ pe" )" =+ pe")

N +N,
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o Generalizacion:
Si §—B(n;,p)
T=2&—>B(Zn;,p)

o Ejemplo:
n=&;+&,—B(14,0.8)

P(7=10)= (14

10jo.smo.zl“-“’ =0.1720

11.2-0.2<Mo(¢)<11.2+0.8
11<Mo(§)<12
Mo(¢)=11y 12

6.5.DISTRIBUCION POISSON PO(A4)
e Definicion
0 Suceso dicotdmico que se realiza a lo largo del tiempo en el que se
cuenta el numero de éxitos

o Nota: numero de éxitos por unidad de tiempo, p constante, n grande
0 Poisson(A) y A=>0
o Ejemplo: E=“ndmero de personas en tutoria por semana”

e Dominio

x={0,1,2, ..}
Representacion E=PO())
Distribucién de probabilidad

et X

OO0O0000000H
oRNwhIONDOO

Poisson

Q o ®m © o N 1 0o d ¥ N~ 9
® d 4 4 N N N ®

A=15
Unimodal o Bimodal en funcién de A; nunca asimétrica a la izquierda

o Ejemplo: £&="el nimero de personas que piden tutorias por semana es

de 0.5”
£=PO(0.5)
-0.5 X
P& = x)=$ x=0L1..
X!
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-05 0
P(=0)= % — &5 = 0.6065
-0.5 1
P(e=1)=2 2% _ 03033
e °0.5°

P(é=2)= = 00758

P(&>3)=1-P(£ <2)=1-0.6065-0.3033-0.0758 = 0.0144
e Funcion de distribucion
X e—llk
K

o F(x)=P(<x)= x=1{0212,.}

e Funcién caracteristica

© -1 © it . it 7
o w(t)zzeitxﬁze_izeﬂ/’ix ze_izﬁel_/lk_e_leenﬂ :ei(e"—l)
x=0

X! ~ x

¢ Momentos

zl‘ﬂieiteﬁ(e“—l)

t=0 |

1

E(&) =T/1i =1

t=0

_10p(t)
i| ot

R0
ot?

/uzeitez(e"—l) +/ueit/1ieite/1(e“—1) _/12
t=0

V(=2

1
2=
[ i?

t=0
=L (it s 22)- 22 = 2

2
|

e Ejemplo: £&="namero de visitas”, A=0.5
£=P0(0.5)
E(£)=0.5
V(£)=0.5

e Sin—wy p—0, B(n,p) » PO(A=np)
Orientativo: p<0.1, A=np<5
£=B(100,0.01) - n=PO(L=1)

100
P(¢=1)= 0.01'0.99'%* =0.3697
1

-141
P(7=1)="2 ﬂl ~0.3679

e Propiedad aditiva: Si la cumple
o Definicion: Si se suman distribuciones poisson nos da una poisson
Si £—>PO())
1=3&PO(ZM))
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o Demostracion: . ,
_ e(zi+12+.../1n )(e —1) _ ei(e' 71)

o Ejemplo: “namero de visitas en dos semanas”
n=E&:+&,—P0(0.5+0.5)=1

-140
¢ 1 03679
ol

P(7=0)=

-141
¢ 1 _ 53679

P(7=1)=

—142
¢ 1 01830

Pr=2)==——=

P(y >2)=1-0.3679-0.3679 - 0.1839 = 0.0803
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